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Présentation détaillée du sujet :  

1) Contexte. Le sujet de thèse s’inscrit dans le cadre de la modélisation d’écosystèmes 

microbiens à l'aide de systèmes dynamiques de type ressource-consommateur (modèle 

dit du chemostat). Ces systèmes ont été introduits notamment par Monod dans les 

années 1950 (voir [9,11]) et sont aujourd’hui couramment utilisés en biotechnologie. D’un 

point de vue qualitatif, la théorie des systèmes dynamiques prévoie l'extinction des 

espèces les moins favorables dans le milieu (principe dit d’exclusion compétitive). Le sujet 

de thèse vise l’étude d’une extension de ces systèmes lorsqu’un facteur de mutation entre 

les espèces bactériennes est pris en compte, le but étant de poursuivre une étude 

commencée sur ce sujet par T. Bayen et J. Coville (voir [1]). La mutation entre espèces a 

diverses origines (génétique, mutation par éléments transposables,…) et intervient 

fréquemment dans les modèles qui décrivent le comportement des micro-algues où le 

nombre d'espèces est très élevé (voir [4]). Dans ce cadre, on est naturellement amené à 

considérer des problèmes d’optimisation, par exemple, pour la sélection des souches les 

plus favorables en vue de les exploiter pour la synthèse de bio-carburants. De telles 

expériences sur les micro-algues sont menées en laboratoire comme par exemple au LBE 

Narbonne (Laboratoire de Biotechnologie et Environnement, INRAE Narbonne).  

2) Objectifs de la thèse. Durant cette thèse, on s'intéressera d'abord à l'étude du modèle 

chemostat avec mutation lorsque le nombre d'espèces est fini (voir [1,2]). On étudiera des 

propriétés de stabilité globale du système dynamique correspondant en considérant des 

extensions de [1] (par exemple lorsque les taux de conversion ne sont pas adimensionnés 

ou pour des taux de dilution quelconque). On pourra se baser sur [6,7] pour la 

construction de fonctions de Lyapunov adéquates. Nous envisagerons également l’étude 

de problèmes de contrôle optimal liés à la maximisation des espèces les plus favorables 

(optimisation par rapport au taux de dilution) à la fois pour le problème statique (voir [3]) 

et dynamique (voir [4]). Pour ce faire, nous étudierons l’existence de trajectoires 

optimales ayant la propriété turnpike (voir [12]). Cette propriété a été peu abordée dans 

la littérature pour des systèmes affines en la commande (généralement, les résultats 

reposent sur des hypothèses plus fortes de coercivité sur les données) et on pourra donc 

envisager son extension dans ce cadre.  Dans un deuxième temps, nous envisagerons une 

extension des modèles étudiés dans [1] à l'aide d'un système d'équations aux dérivées 

partielles qui permet de prendre en compte la dispersion des espèces ainsi que des 

phénomènes de mutation (voir aussi [10]). La prise en compte de la dispersion pour les 

espèces est primordiale pour améliorer la précision du modèle et pose également de 

nouvelles questions méthodologiques sur l'optimisation de ces systèmes (voir par 

exemple la question des arcs singuliers en dimension quelconque [5]). Il est à noter que 

les propriétés qualitatives des modèles sous-jacent ont été peu étudiées dans la 

littérature. On s’intéressera dans ce cadre à l’étude de résultats d’existence de solutions, 



 

 

au comportement asymptotique, à la stabilisation par contrôle feedback, et à la 

contrôlabilité de ces systèmes intégro-différentiels qui couplent une équation aux 

dérivées partielles (pour les espèces microbiennes) et une équation différentielle (pour le 

substrat).  

La thèse vise donc les trois axes suivants :  

1. Etude des propriétés qualitatives des systèmes ressource-consommateur avec mutation 

en dimension finie : comportement asymptotique (stabilité globale), stabilisation, 

optimisation de la production d'espèces (étude de problèmes de contrôle optimal liés à 

l'optimisation de ces modèles par le principe de Pontryagin).  

2. Propriétés qualitatives des solutions du système ressource-consommateur avec 

dispersion (infinité d'espèces) : existence de solutions, comportement asymptotique, 

étude qualitative des solutions à taux de dilution petit, contrôlabilité, stabilisation.  

3. Contrôle optimal et optimisation de systèmes d'équations aux dérivées partielles de 

type intégro-différentiel. Extension des conditions d’optimalité type Pontryagin dans ce 

cadre.  

Les axes 1 et 2 sont liés et pourront être abordés dès le début de la thèse avant d’aborder 

le point 3 qui requiert une étude bibliographique dans le cas avec semi-groupe 

uniquement. En ce qui concerne le point 1, on pourra s'appuyer notamment sur les 

articles [1,2,6,7] pour ce qui est des propriétés qualitatives des systèmes dynamiques mis 

en jeux et sur [2,3,4] pour l'étude des problèmes de contrôle optimal. On pourra 

également se référer à [5,8] pour le développement des conditions nécessaires 

d'optimalité des systèmes gouvernés par des équations aux dérivées partielles (point 3). 
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